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Exercicio Exemplo

Problema de consumo e poupanca classico, essencialmente nosso objetivo é encontrar as
trajetorias 6timos de consumo e capital de um agente que tem como funcional

T
VI[C] :/ e "U[C(t)]dt
0
Sujeito a:

K(t) = aK(t) — C(t)

E condicoes de contorno:

K(T)>0
Aqui vamos a parametrizacao da funcao utilidade:
UlC(t)] = log (C(1))
Fica claro pelo caracterizagao do problema que:
e Nossa varidvel de controle aqui é C(t)

e Nossa varidvel de Estado aqui é K(t)



Aqui vamos portanto resolver o problema, comecaremos primeiramente montando a Ha-
miltoniana:

H = e og(C(t)) + A)[aK (t) — C(1)]

Agora vamos as condi¢oes de primeira ordem e as equagoes de movimento:

OH e Pt 1
acw ~cw =0 = A= ZEg
. OH

Pegando a segunda equacao e resolvendo a equacao diferencial teremos:

)\(t) = Aleiat
Aqui portanto teremos que o consumo sera:
1 1
Are™ = — — (O(t) = —elo Pt
! ertC(t) (®) A,

Descobrimos aqui as trajetérias 6timas tanto de A(f) quanto C(t), nos resta encontrar
K(t), para determinar a trajetéria étima de K () vamos utilizar a equagao de movimento de
K(t), assim dado a equagao de movimento:

Substituindo o C(t)

K(t) = aK(t) — —elen)t

Aqui temos uma equacao diferencial ordindria, porém com um caso particular, para
resolve-la vamos quebrar em duas partes, a primeira resolvendo somente a parte homogénea
(sem considerar a parte particular):

K(t) = aK(t) = Kj(t) = Aye™

Agora vamos a solugao particular do nosso problema, aqui temos que o que nos resta é o
componente:

1

A

Aqui vamos supor que K,(t) = Be, e a partir disso teremos que:

K(t) = yBe



aK(t) = aBe

Dessa forma teremos que:

. 1
K(t) — aK(t) = —A—le(a’p)t

Substituindo K (t) e K(t)

vBe" — aBe' = —ie(o‘_p)t
A

1
— a)Bet = — —pla—p)t
(v —a)Be e e

Portanto teremos um sistema tal que:

T=a—p
1
—a)B = ——
(v —a) e
Portanto teremos que:
1
B=—
Alp
Logo teremos que:
K(t) = Aye™ + Le(a—f’”
Aip
1
C(t) = —ela=p)t
(t)= e
)\(t) = Aleiat

Vamos usar portanto as condigdes de contorno do capital K(0) = Ky e a condic¢ao de
transversalidade para encontrar as incognitas A; e As.

1
K(0) = Ay 4 — = Ky = Ay = Ky — ——
(0) 2+ Ap 0 2 0 Ap
Portanto:
1 1
K(t) = [K - —] ot 4 = _ela=plt
(t) O W

Nossa condicao de transversalidade para o caso de uma linha terminal vertical truncada



MDK(T) -0 =AXT)K(T)=0
Substituindo A\(T') e K(T') teremos:

1 1
A 7OLT|:|:K . _:| ol | — (afp)T] —0
1€ 0 Alp e + Alpe
AjeoT [K — L} et 4 Ale*aTLe(o‘*p)T =0
! ’ Aip Aip
1 —rT
AKy— =+ =0
P P
Isolando A,
1—e "
Aj=-——_C
pKo
Encontrado a constante A; substituiremos nas trajetorias étimas encontradas
1—e T
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K(t) = 1—erT 1—erT



