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Resolugao dos exercicios 2.4 e 2.5 do Elements of Dynamic Optimization do Chiang.

Otimizacao Dinamica do Monopolista

Aqui estamos nos tratando de um problema simples que se trata do problema de um mono-
polista, que produz um unico bem, bem esse que tem uma estrutura de custos quadrética
para a firma:

CQ)=aQ’+BQ+~; a,B,7>0 (1)

O perfil de demanda que o Monopolista enfrenta segue a seguinte funcao:

Q=a—bP(t)+hP'(t);a,b>0;h#0 (2)

O lucro da firma é dado pela funcao:

Substituindo () temos:
7= P(t)(a — bP(t) + hP'(t)) — ala — bP(t) + hP'(t))* — B(a — bP(t) + hP'(t)) — v (4)

— aP(t) — bP(t)? + hP'(t) — a(a® — 2abP(t) + 2ahP'(t) — 2bhP(t)P'(t)+
b’ P(t)*> + h*P'(t)?) — Ba + BbP(t) — BhP'(t) — v
Simplificando as equagoes:
m(P,P') = P(t)[a + 2aab — 8] — P(t)*[b+ ab®] + P'(t)[Bh — 2aah]
—P'(t)*[ah®] + P(t)P'(t)[h + 2abh] — [aa® — Ba + 7]
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Dada nossa funcao Lucro, podemos construir nosso problema de calculo de variagoes,
primeiro definindo nossa funcional:

Vr) = /0 " (PPt (7)

E agora nosso problema:

max V()
Sujeito a:
P(0) = PRy
P(T) = Pr (8)

Objetivo aqui é maximizar o fluxo de lucros da empresa dado os pontos iniciais e ter-
minais, aqui a logica pode ser um pouco confuso, uma vez que a firma tem um objetivo de
alterar precos entre t = 0 e t = T, e portanto devemos encontrar a fungao P(t) que maximiza
a trajetoria de lucros nessa transicao.

Se pensarmos em um cenario real, o que talvez se assemelharia a um problema de oti-
mizag¢ao do monopolista seria a firma monopolista a partir de um preco inicial dado P(0) = Py
achar a fungao de prego tal que maximize o lucro num cenério de horizonte infinito (aqui
a firma nao tem um ponto terminal, dado as caracteristicas de mercado deveria maximizar
o fluxo infinito de lucros) ou de uma linha terminal vertical (deve terminar em um prego
P(T) > 0 tal que maximize o lucro em todo periodo).

Dada a descrigao do problema vamos construir nossa equacao de Fuler:

Tp — mipr — Tpp P'(t) — wpip PY(t) = 0 (9)

Valorando cada elemento da nossa equacao de Euler teremos:

Tp = a+ 2aab— 3 — 2P(t)(b+ ab®) + P'(t)(h + 2abh)
7pr = Bh — 2aah — 2P'(t)ah® + P(t)(h + 2abh)

Tpp = h+2&bh (10)
Tppr — —20zah2
mpr =0

Juntando os elementos:

a+ 2aab — B —2P(t)(b+ ab®) + P'(t)(h + 2abh)
—(h + 2abh) P'(t) + 2aah®P"(t) = 0

Simplificando e reordenando chegamos numa E.D.O de segundo grau:



(a+ 2aab — B) — P(t)2(b + ab®) + P"(t)(2ah?) = 0 (12)

Vamos resolver essa E.D.O, primeiramente pela parte homogénea, aqui o procedimento
é, chutar a equagao caracteristica, encontrar a formulacao geral da fungao, depois encontrar
a solugao particular.

P(t)=¢€"; P'(t) =re™ ; P'(t) = rie" (13)

r?e" (2ah?) — e"2(b+ ab®) = 0
2¢" (r*(ah?) — (b+ ab®)) =0

(14)
b+ ab?
=+
" ah?
Portanto temos como solugao caracteristica:
Ph(t) = Alert + Age_ﬁ (15)

Vamos agora a equagao particular, como temos que nossa equagao possui uma constante,
chutaremos que P,(t) = B = P,(t) = F)(t) = 0, logo:

a+ 2aab —

Py(t) = =P
0= 50+ ab?) (16)
Portanto temos que nossa solugao geral é:
P(t) =A™ + Age ™™ + P (17)
Dadas as condigoes iniciais:
P(0) = F,
0) =Py o)
P(T) = Pr

Chegamos a um sistema de equagoes para que possamos encontrar A; e As:

A+ A+ P=P,

_ 19
Ale” + A2€77"t —+ P = PT ( )
Portanto temos _
A_(PO—PT)—(PT—P)(BTT
1= 1 — eZTT (20)
A_(PO—PT>—(PT—P)67TT
2= 1 — 2T

Com:



b b?
S +«

ah?
21
p_0 + 2aab — 3 (21)
 2(b+ ab?)
Questoes
1

Caso tenhamos uma alteracao na funcao de demanda tal que A = 0 e portanto nossa funcao
demanda é:

Q =a—DbP(t)
Qual sera a nova solucao? Vamos primeiro calcular nossa nova funcao lucro:
©(P,P') = P(t)(a — bP(t)) — ala — bP(t))* — B(a — bP(t)) — v
= aP(t) — bP(t)* — a(a® — 2abP(t) + b*P(t)*) — Ba + BbP(t) — v
= P(t)(a — 2ab + a(a®Bb))P(t) — P(t)*(b + ab?®) — (aa® + fa —7)
Assim temos nossa funcao Lucro que é:
(P, P") = P(t)(a — 2ab + a(a?pb))P(t) — P(t)*(b+ ab?) — (a® + Ba — )

Montando o nosso problema de otimizacao:

V(r) = /OTW(P, P'dt

Queremos:
max V()
Sujeito a:
P(0) =P,
P(0) = Pr

Vamos resolver usando nossa C.P.O:

TTp — T¢pr — pr/Pl(t) — Wp/p/Pll(t) =0

Calculando os componentes da eq. de Euler teremos:

7p = (a — Bb + 2aab) — 2P(t)(b + ab?)



7Tp/:0

Tpp = O
mppr =0
Tepr — O

Aqui nao teremos uma equacao diferencial, e sim um preco constante:

a — Bb+ 2aab
2(b + ab?)

P(t) =

2

Verificado no passo a passo.

3

Mostrar que reversao no prego P(t) ocorre sémente se Aje’ = Aze .

Porque isso ocorreria? Supondo que por exemplo nossa trajetoria tenha uma reversao, ou
seja comece em uma diregao, por exemplo aumento de prego e algum momento to € [0, 7],
tenha uma reversao e comece a cair, para que essa reversao ocorra, assumindo que nossa
funcional F' é diferenciavel e integravel, entao temos que:

or(P, P)
dt 0, T|(——=—==0
o€ 0TI = 0)
Logo, derivando a nossa equagao teremos:
on (P, P’
—W(ﬁt’ ) _ rAie” —rAe " =0

Alert — Ageirt

Portanto essa condigao é necesséria, pois para que haja reversao assumindo bom com-
portamento de nossas fungoes deve existir um ponto de derivada zero, atencao que isso nao
implica que se tem algum ponto de derivada zero tem reversao de preco.
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Aqui sabemos pelo formato da nossa solucao que nossa curva é catendria, qual sera o ponto
minimo em cada um dos seguintes casos?

.A1>A2
.A1:A2



.A1<A2

Isso dependera muito de quao maior ou menor as constantes serao, mas supondo casos
extremos A; > A, temos que a parte A;e” dominard Ase™" e portanto teremos que o ponto
de minimo sera P(0)

Caso o contrario ocorra e A, seja muito maior que A; entao ocorrera o contrario e o
ponto de minimo serd em P(T),

r

Caso ocorra 0 A} = Ay ja que e domina e, entdo o minimo serd P(0).

Para que ocorra reversao de preco é necessario que A, > A, de forma que em algum
momento haja uma reversao aonde Ase™"" domine A;e" durante parte do periodo.

5

Pulamos esse item porque simplesmente nao agrega em muito no entendimento do problema
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Essencialmente nosso problema tera alguns elementos a mais, portanto construindo nosso
problema teremos:

V(r) = /OT e P'x(P, P)dt

Portanto queremos:

max V' (7)
Sujeito a:

P(0) = Py

P(T) = Py

Nossa funcao lucro é:
7(P,P) =e " [P(t) [0+ 2aab — 8] — P()2[b+ ab?] + P'(t) [Bh — 20ah]
—P/(t)[ah?] + P(&)P' ()l + 2abh] — [aa® — fa + 1] |
Queremos resolver o problema usando a C.P.O que é nossa equacao de Euler dada por:

Tp — T¢pr — pr/Pl(t) — Wp/p/Pll(t) =0

Estimando cada um dos componentes dessa equacao teremos:



tp=e " [a + 2aab — 2P(t)(b + ab®) + P'(t)(h + Qabh)]
pr=¢e " [ﬁh — 2aah — 2P'(t)ah® + P(t)(h + 2abh)}
Tppr =€ [h + 2abh]
Tpp=e " [ — Qahﬂ
Tp = —pe Pt Bh — 2aah — 2P’ (t)ah? + P(t)(h 4 2abh)
Substituindo os componentes na equacao de Euler ja deixando e~ **:
e Pt [a + 2aab — 2P(t)(b + ab®) + P'(t)(h + 2abh) — P'(t)(h + 2abh) + P"(t)(2ah?)

+pBh — 2paah — 2P (t)pah? + P(t)p(h + 2abh)} =0
Simplificando:
e a+ 2aab — 2P(t)(b+ ab®) + P"(t)(2ah?)
+pBh — 2paah — 2P'()pah? + P(t)p(h + 2abh)} ~0
Removendo e~ #*

a+ 2aab — 2P(t)(b + ab®) + P"(t)(2ah?)
+pBh — 2paah — 2P'(t)pah? + P(t)p(h + 2abh) = 0

Colocando termos em evidéncia:

(a + 2aab + pBh — 2paah) — P(t)(b+ ab® + p(h + 2abh)) — P'(t)pah® + P"(t)2ah?



Trade-off de inflacao e desemprego

Aqui abordaremos um assunto classico na macro relacionado a curva de Phillips, nesse caso
temos uma adaptacao, a curva de Phillips que aprendemos na graduagao relaciona inflacao
e desemprego aqui temos uma situacao em que temos um diferencial do produto efetivo Y
para o produto com inflagao zero dado por Y7, nossas funcoes de perda social, preco e nossa
funcao de variacao da inflacao esperada sao:

A= (Y; - Y) +ap®
p=—pY;-Y)+m (22)
' =j(p—m)
Aqui A representa nossa funcao de perda social, que é em relagao aos desvios da renda

Y de seus nivel com inflagao zero Yy, portanto aqui ha penalizacao quando nossa renda esta
maior ou menor do que no nivel Yy e também hé penalizacao em relacao a inflagao.

Os pregos p sao fungao inversamente proporcionais a diferenga Yy — Y, ou seja quanto
maior a renda em relacao ao seu nivel em inflagdo zero, maior o nivel de precos, e também
¢ linearmente relacionado com o nivel de precos esperados dado por 7.

A variacao do nivel de precos esperados dado por 7’ é funcao de quanto os precos efetivos
p estao acima ou abaixo de , corrigido por um vaor j.

Fazendo algumas manipulagoes nas equagoes acima, podemos fazer com que o desvio
dos precos em relacao as expectativa seja proporcional ao desvio do produto ao seu nivel
considerando inflagao zero:

p—m=-B(Y;-Y) (23)
Multiplicando por j

jlp—m) =7 =—=Bj(Ys=Y)
o (24)
K7

Assim chegamos que substituindo o resultado de (29) em (28) e isolando p:

p=m—= (25)
J

Se substituirmos o resultado de (29) e (30) na funcdo de perda social teremos:

w’ i

AN, 7)) = (—)2 - oz(7 - 7T>2 (26)



Dada nossa funcgao de perda social que agora é funcao tanto da inflacao esperada quanto
de sua variacao vamos montar o problema, o banco central como autarquia gostaria de
minimizar a funcao de perda social descontada por um fator de impaciéncia dada por:

Vir) = /0 ' e~ \(m, ) dt

Porém dentro de um arcabouco limitado o banco central consegue apenas no maximo
controlar as expectativas de inflacao controlando as taxas de juros no mercado, portanto
aqui como nossa funcao de perda social depende apenas das expectativas de inflacao nosso
problema envolve

min V()
Sujeito a:

7(0) = mo

7(T)=0

Ou seja, envolver minimizar a funcao de perda social em um determinado periodo de
modo que ao final desse periodo a expectativa de inflacao seja zero.

A partir disso para resolver esse problema precisamos montar nossa equacao de Euler
dada por:

)\7T — )\m/ — /\Wﬂ/ﬂ',(t) — )\W/W/ﬂ'//(t) =0

Dada a equacao de Euler vamos montar cada um dos componentes

! -
A =e [204(7;—, + )
7’ T N\
Ap = et {2 _ 2a(—. + .—)
[%52 Jj  j*/
Arin = 22 (27)
] i
2 2007
)\w’ﬂ" == 67pt|: . + ——
p%2 g
1 2 200 T
Aiwr = —pe™ ! [ng—ofﬂ/ _('XW
J J

Juntando os argumentos da nossa equacao de Euler, ja colocando e™** em evidéncia:



/ 1 2 1 2 -
e Pt [QQ(W—, + 7T> —2p +20;6 7 — 2/)_057r - 2—(,17# - 2+2—O;67r" =0
B2 J J B2
/ 1 2 1 2 -
2e Pt [a(ﬁ—, + 7r> — ,022—0;67# - @ﬂ - 2#’ - EQ—O;BW" =0 (28)
J J J J J .

1 2 1 2 -
R
J J J .

Podemos entao simplificar nossa equagao de Euler de forma que:

s 1 2 1 2
(5 2)e- i L5 o

inli 5 _ B4 .
Podemos multiplicar nossa equagao por e portanto teremos:

1+aB?
Bi(p —j ))
" I = JNE I — 0 30
oo = () (30)
Para economizar espaco e notacdo suponha que Q = 2 ii(g gg'), chegamos portanto na
seguinte E.D.O:
7 +pr' = Qr =0 (31)

Para resolver uma E.D.O homogénea de segundo grau, precisamos apenas aplicar Bhas-
kara:

A = p* + 49
Portanto:
—pE£/p?+4Q
1,72 =
2
Aqui temos que supondo que que €2 = 0 entao r; = 0,79 < 0, caso 2 > 0 entao

r1 > 0,7y < 0, Portanto nossa solugao homogenea é:

m(t) = Aje™ + Aye™ (32)

Para encontrar as constantes A; e A, utilizaremos as condi¢ées de contorno previamente
informadas e portanto teremos o seguinte sistema de equacoes:

W(O) = Al —|—A2 = T
m(T) = Are"" + Aze™" =0

Daqui primeira equacao tiramos que:

A1:7T0—A2
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Substituindo na segunda equacgao do sistema temos que:
(7'('0 - AQ)@TlT + AQQTQT =0
o™ — Age™T 4 Aze™T = ()

_A2€r1t + A2€T2T — _ﬂ_oerlt

Multiplicando por -1:

A2€T1T — AQ@TQT = 7T06T1T - A2 =

Substituindo As na primeira equacao do sistema podemos recuperar A;

rit
o€
Al + eTlT _ ergT = To
7T0€T1t —7T0€7"2T

Al = To — erlT _ 6r2T = €T1T _ ergT

Portanto nossa solugao é:

7T<t) = Alem + Azemt

Com:

—p £/ p?+4Q
2

Ty, Te =
—7T0€T2T
Al = erlT _ ergT
rit
ne
A2 -

67’1T _ ergT

O que podemos dizer sobre as constantes A; e Ay? Temos que r; > ry e portanto
e’ > er2T portanto A; < 0e Ay > 0.

Questoes
1

Resolvido no passo a passo detalhado acima
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2

O que muda se multiplicarmos A(w,7’) por 1/2? Na verdade nada so economizamos um
pouco de notacao e simplificamos nosso problema.

3

O que muda se mudarmos a condi¢ao terminal para:

7T(T) =TT
Sendo que 0 < mp < 7y, portanto vamos recalcular nossas constantes:
7(0) = A1 + Ay =7
7(T) = Are™! 4+ Aye™! = 7y
Daqui primeira equacao tiramos que:
A1 = Ty — AQ

Substituindo na segunda equacgao do sistema temos que:

(71'0 — AQ)@TIT + A2€T2T =TT
7T06T1T — AQ@TIT + AQ@TQT =TT

—Age™t + Age™T = 1p — moe™t

Multiplicando por -1:

moe ! —

rT _ rol rT _ —_— -
Ase Ase™ = mye T — Ay = Y —

Agora calculando Ay, substituindo As na primeira equacao do sistema podemos recuperar
Ay

ﬂ.oe’r‘lt

erlT _ ergT

A1+ = T

A mee"t —mwp o — mpe™!
L= 70 erlT _ ergT - erlT _ ergT

Aqui a intuicdo permanece a mesma, como premissa temos que 0 < mp < my entao A; < 0
(§ A2 >0
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