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Resolugao dos exercicios 7.6 e 7.7 do Elements of Dynamic Optimization do Chiang.

Modelo de Ciclo Politico

Modelo de ciclo politico nos diz sobre o comportamento de um governo, que tem como
objetivo sempre a reeleicao, o problema combina uma série de elementos tanto de controle
otimo quanto de assuntos macro que nos interessam, aqui nos é dado que:

v=ov(Unp) ;v <0;v,<0
p=0oU)+ar;¢ <0 (1)
i =b(p—m)

Ou seja o eleitor entende tanto o desemprego U quanto a inflacao p como maus.

Aqui a economia é sujeita a uma curva de Phillips tal que o desemprego afeta de forma
inversamente proporcional a inflacao e as expectativas. e além disso existe uma equacao de
movimento das expectativas de inflagao, tal que sao corrigidas de forma proporcional b ao
desvio em relacao as expectativas.

Aqui nossa varidvel de controle é o desemprego U, temos que aqui nosso objetivo é:

T
max / v(U,p)e™dt
v Jo
Sujeito a:

p=0¢U)+an

T =b(p—m)



Por mais que a varidvel de controle U afete diretamente a fungao objetivo, que é maximi-
zar diretamente a funcional, devido tanto a equacgao de curva de Phillips quanto a equacao
de movimento, apresentando um trade-off. Vamos a parametrizacao adotada no exercicio:

v(U,p) = (=U* — hp)e"
p=(j—kU)+ar

T =b(p —m)

Substituindo p nas funcgoes:

v(U,p) = (~U* = h((j — kU) + ar))e™ = (~U? — hj + hkU — ham)e™

7 =b((j —kU)+ar — ) =b(j — kU — (1 — a)7)

Portanto nosso problema:
T
max / v(U, p)e"dt
v Jo
Sujeito a:

7 =b((j —kU) +ar —n) =b(j — kU — (1 — a)7)
7(0) = mo

ANT) =0

Vamos a construcao da nossa Hamiltoniana:

H(t, 7,7, \U) =v(U,p)e™ + it

H(t,m,7,\U) = (=U*~h((j—kU)+ar)) = (~U*~hj+hkU—har)e" +\(b(j—kU—(1—a)7))
Vamos a primeira condi¢ao de primeira ordem:

OH

T2 (22U + hk)e'™ — \ok =
50 (—2U + hk)e 0

Portanto:
2
U=3 [h _ Abe*’”t]
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Vemos que nossa trajetoria étima de controle nos dé basicamente uma fungao que depende
da nossa variavel de coestado, para isso vamos usar a equacao de movimento da variavel de
coestado:

OH

—ecl
om

A = —(—hae™ — \b(1 — a))
Portanto temos uma equagao diferencial tal que:

A —Ab(1 —a) = hae™
Vamos portanto resolver essa E.D.O, assim temos que a solucao homogenea tera:
A, = e Xh = e
Logo:
ve —b(1 —a)e” =0 = v =05b(1—a)

Tendo portanto a solugao homogenea:

)\(t) = Al €b(1ia)t

Vamos a solugao particular, para isso suponhemos que a aparéncia da mesma é:

Ay = De"* 5 yDe

Substituindo teremos:

yDe" — Db(1 — a)e = hae™

D(y—b(1 —a))e” = hae™

Dada a igualdade chegamos em um sistema tal que:

T=r
ha
(r=b(1-a)) ¢ r—>b(1—a)
Portanto a solugao geral é:
h
)\(t) — A1€b(1_a)t + —aert

r—>b(l—a)



Aqui temos que é A; é uma constante desconhecida, para encontrar essa constante vamos
usar a condicao de transversalidade:

NT)=0
MT) = Apett-oT 4 _ha ar_
! r—>b(1—a)
Isolando A; teremos:
ha
Ay =—— 7 r=b(1=a)T
! r—>b(1—a) c

Portanto:

ha ha

rt

T—b(l—a)e Cr—b(1—a)

Podemos supor aqui que B = r — b(1 — a) e simplificar nosso problema de tal modo que:

rfb(lfa)]Teb(lfa)t

A(t) = el

h h
/\(f) — E(Zert _ Eae[r—b(l—a)]Teb(l—a)t
Vamos portanto substituir A em nossa fun¢ao de desemprego:

k h h
U(t) = 5 [h _ (ECLert B Eae[r—b(l—a)}Teb(l—a)t)be_rt]
Simplificando:
kh
U(t) = °B [(7’ —b) + baeB(T*t)]

Conclusoes:

U khbaePT

ot
U

Supondo que B > 0 teremos
segunda derivada:

5 < 0 portanto a fungao ¢ decrescente, analisando a

02U
—— = BkhhaePT™")
ot?
aqui temos uma funcao Concava e portanto a trajetoria de controle 6tima desse problema

é uma curva decrescente de forma concava.

U(0) = % [(r — b+ baeBT}
U(T) = %[(T-b) +ba]

Vamos aos exercicios:



1)
a)

Para que a primeira derivada %—g = 0 teremos que portanto a taxa de desemprego em todo
periodo seria constante.

b)/c)

Para que a primeira derivada seja constante, alguma das constantes k, h,b ou a teriam que
ser iguais a, abaixo as implicacoes economicas de cada um:

e Caso k seja igual a zero estamos falando que nao existe a relagao entre inflagao e
desemprego da curva de Phillips que foi parametrizada como:
p=(j—kU)+ar
Portanto aqui o desemprego nao afetaria a inflacao
e Caso h seja igual a zero, entao estamos estabelecendo que nossa fungao de voto nao
toma a inflagao como um ponto que afeta, relembrando a funcao voto:
U(U,p) = _U2 - hp

e Caso a seja igual a zero entao temos que nossa variavel de estado m que aqui sao as
expectativas de inflacado nao afetam a curva de Phillips, portanto como nao a relagao
entre desemprego U, expectativas 7 e inflacao de forma direta, basta achar U que
maximize a fungao de voto

p=(j—kU)+ar

e Caso b seja igual a zero entao temos que nossa equacao de movimento indica que nossas
expectativas de inflacao 7 sao constantes, logo como desemprego nao afetaria de forma
indireta as expectativas que sao constantes, o melhor desemprego é o que maximiza.

T =b(p—m)

2)

Aqui k£ e h seriam justamente as variaveis que tornariam nao s6 U constante como igual a
zero, isso pois se caso h for igual a zero, entao temos que a funcao de voto simplesmente nao
leva em conta a inflagdo, e para maximiza-la basta que seja igual a zero.



No caso em que k£ = 0 temos que nao ha trade-off entre inflacao e desemprego e portanto
nao precisamos nos importar com essa relacao entre inflacao e desemprego e portanto temos
que basta minimizar U e portanto nao se preocupar nos efeitos sobre os precos.

3)

Aqui queremos entender o impacto da variacao da memoria r sobre a funcao de desemprego
que calculamos, relembrando a funcao de desemprego:

_ kh B(T—1)
U(t)—ﬁ (r —b) + bae ]
Portanto:
B kh(r —b)  kh B(T—1)
U(t) = T —+ ﬁbae
Derivando:

ou(t)  kh [B —(r—»5) N (T — t)BbaeBTt) — baeB(Tt)}
or 2B B B

— ﬂ pr-ny _ L B(T—t)
=3 [[1 + (T — t)bae ] ((7" b) + bae )]
_ kh B(T—1) 1
=3 [1 + (T — t)bae } — =U(t)

Ou seja variar a meméria em r (Marginalmente, diminui o desemprego em %U (t), porém

tem um efeito marginal decrescente com o tempo de aumento do desemprego em % [1 +

(T — t)baeB(T_t)}, o que pode ser maior se considerarmos que 1 >r —beque T —t > 0,

ou seja dependendo das constantes e do momento no tempo aumentar a memoria do eleitor
aumenta o desemprego que depois tem queda conforme o tempo evolui.

4)

Aqui precisamos refazer o problema porém retirando a memoria e”*. Vamos portanto analisar
nosso problema

T
max/ v(U, p)dt
v Jo

Sujeito a:

T =0b(p—m)

Vamos portanto construir nossa Hamiltoniana:



H(t,m,7,\,\U) =v(U,p) + A

H(t, w7\ U) = —U? = hj + hkU — ham + Ab(j — kU — (1 — a)r))

Calculando nossas condigoes de primeira ordem teremos:

oH
— = 2U+hk =Xk =0
U *
Isolando U teremos:
k
. Ab]
U=3]
Usando agora a equacao de movimento da variavel de co-estado:
: oH
A= ——
on

A= —(=ha+ \b(1 - a))

A =ha+b(1—a)\

Como chegamos a uma E.D.O, vamos resolve-la, primeiramente pela parte Homogénea:

Ap=e" 3 A =e"

/\h _ Aleb(l—a)t
Substituindo teremos:
ve'' —b(l—a)e’ =0 = y=0b(1—a)
Agora a solucao particular, temos como chute que A\, = C, portanto:

ha
b(1 —a)

—Cb(l—a)=ha = C=—

Resumindo:

ha
b(1 —a)

Usando a condigao de transversalidade A(T") = 0 para encontrar A;

)\(t) = Aleb(lia)t —

ha 0 A, = ha —b1-a)T

MT) = e = g b1 —a)




Portanto:

ha
AE) = M bla—1)(T-t) _
O =0=a° b(1—a)

Substituindo na nossa variavel de controle teremos:

_k ha a1y ha ]
Ut =50 -1 T1a

Que equivale ao pegar o resultado do modelo anterior e substituir r = 0



Uso energético e qualidade ambiental

Aqui portanto a variagdo dos estoques de combustivel S(t) é igual 4:

S(t) = E(t)

Nessa economia temos que tanto o consumo de bens quanto a poluicao no sistema sao
funcoes diretas da taxa de extragao de recursos, nao s6 func¢oes, mas fungoes que sao cres-
centes na taxa de extracao e além disso possuem taxas decrescentes logo:

C(E{);C'">0;C"<0
P(E()); P'>0; P" <0

A utilidade dos trabalhadores nesse modelo é funcao crescente do consumo e decrescente
da utilidade de modo que:

UIC(E()), P(E(?))]

Uc>0;Up<0
Ucc <0;Upp <0;Ucp=0

De forma geral nosso problema ¢é estruturado da seguinte forma

T
max / UC(E), P(E)dt
0
Sujeito a:

S=-F

S(0) =5y ; S(T) >0
Note que aqui temos um problema de linha termina vertical truncada, e portanto nossa
condicao de transversalidade é dada por:
MT)(S(T) — Smin) =0

A partir da construcao do problema vamos a construcao da Hamiltoniana:

H=-)\F
Construida a Hamiltoniana vamos a condicao de primeira ordem em relacao a variavel

de controle E. Aqui basta aplicar a regra da cadeia:

OH  0H 0C(E) 0H OP(E)

9E ~ oc(E) ok " opm) a5 7




De outra maneira temos que:

0H
— =UcC'(E)+ UpP'(E) — A =0
oF
Calculando a segunda derivada de modo a garantir que estamos maximizando a fungao
OH
oE%

Garantida a condi¢ao de que estamos maximizando nosso problema, vamos utilizar a
equacao de movimento da varidvel de coestado A:

_od
05

Note que em nenhum momento existe de forma explicita a varidvel de estado do estoque
de combustiveis S(t) portanto temos:

A=

A=0

Isso implica que variavel de coestado é constante:

/Adt:/@dtzc

Relembrando nossa condicao de transversalidade temos:
NT)S(T)=0
Dado a condicao de transversalidade temos duas possibilidades:
e \(T)=0eS(T)>0
e \M(T)#0eS(T)=0
Vamos analisar a primeira possibilidade
A(t) =0Vt
Nossa C.P.O se torna:

oH , ,

Logo no étimo:

UcC'(E) = —UpP'(E)

Aqui temos uma interpretacao béasica, que no 6timo a utilidade marginal do consumo
multiplicado pela produtividade marginal do consumo em relacao a taxa de extracao deve
ser igual a desutilidade marginal da poluicao multiplicada pela polui¢ao marginal em relacao
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a extracao.
Como nao hé explicitamente nada temporalmente dependente nessa condicao de equilibrio,
temos que F aqui provavelmente serd uma constante, ja que temos nossa variavel de coestado

constante também em todo periodo.

Usando a equagao de movimento do estoque de combustiveis:

S(t) = —E

/S(t)dt: —/Edt — S(t)=—FEt+k
Sabendo a condigao de contorno S(0) = Sy teremos:

S(0)=S =k —Ex0

Portanto:
S(T)>0
So—ET >0
So > ET
So
— < F
7=
Caso pensemos na segunda condicao, entao temos que A # 0, portanto teremos que ter
So
St)=0 = E=—
(t L

Para analisar essa questao precisamos analisar o diagrama de graficos apresentados no livro,
que estao logo acima.

11



2)

O que aconteceria nesse problema caso nosso problema de linha terminal vertical fosse
S(T) > Sin > 0.

Aqui temos que a unica mudanca dos exemplos anteriores sao as condigoes de transver-
salidade, dessa forma, pegando a equacao de movimento do:

/Sdt:—/Edt:k—Et

Portanto, usando a condicao de contorno temos:

S(O):SOZI{?—E*O - ]{?:SQ

Lembrando das condicoes de transversalidade:
e \(T)=0eS(T)>0
e \M(T)#0eS(T)=0

Portanto supondo A(T") = 0 temos:

S(T) Z Smin

SO - ET 2 Smin

SO - Smin
T

A diferenca é que um determinado grau minimo de estoques de combustivel devera ser
mantido, e portanto se pegarmos os graficos do livro eles deverao parar antes do 0.

E <

Supondo que A(T') # 0 e S(T) = 0 teremos:
MT)=X#0

SO - Smin

B =
T

3)

Aqui queremos entender o impacto de incluir um fator de desconto e =77
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a)

Vamos construir o problema, construir a Hamiltoniana e portanto olhar as condigoes de
primeira ordem
A hamiltoniana:

H = e (U[C(E), P(E)]) = \E
Portanto a nossa condigdo de primeira ordem em rela¢do & a varidvel de controle (Taxa

de extragao) é:

%%:ewmkoum+UﬂﬂE»—Azo

Analizando as equagoes de movimento da variavel de Estado e Coestado:

S=—F

).\:——:
a8 0

Portanto apenas alteramos a condigao de identificagao/C.P.O. Caso tenhamos:

b)
Vamos analisar a equacao de movimento de coestado
: oOH
A= ——
oS
A=0

Aqui também temos uma constante em relacao a variavel de coestado, nesse caso o fator
de desconto nao acaba fazendo muita diferenca no problema.

c)
Caso supormos que a condigdo A\(T") = 0 esteja valendo entao:

H
%E:éWWdﬂEH%wanzo

Logo

e_”t(UCC”(E)) = —e_pt(UpP/(E)) — Uccl(E) = —UPP/(E)

E a partir dessa condicao temos que, usando a equacao de movimento do estoque de
combustiveis:
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S(t)=—F

/S(t)dt: —/Edt — S(t)=—Et+k
Sabendo a condigao de contorno S(0) = .Sy teremos:

S(0)=Sy=k—Ex*0

Portanto:

A nossa condigao nesse caso é 0 mesmo caso que observamos na situacao base.

d)
Caso tenhamos S(T') = 0 e A(T') = C teremos nossa C.P.O:

e P (UcC'(E)) = —e P (UpP'(E)) +

Nesse caso apesar de A ser uma constante E devera ser uma funcao.
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