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Resolucgao dos exercicios da primeira lista da disciplinas de Macroeconomia I.

Problem 1

Seja X C R™" e S = C(X) o conjunto de todas as fungdes continuas e limitadas em X com
a norma do sup: ||f|| = sup,cx|f(z)| mostre que (S, |].||) é um espago de Banach.
Solution

Vamos a primeira etapa que consiste basicamente em revisar as definigoes que utilizaremos
para demonstrar/provar.

O que queremos provar basicamente é que S é a definicao de um espaco de Banach:

Definigao (Espaco de Banach): Seja X C R!eseja C'(X) o conjunto de fungoes continuas
e limitadas em X, f : X — R, com a norma do sup ||f|| = sup |f(z)|. Entdo C(X) é um

zeX
espago vetorial normado completo (espaco de Banach).

Portanto para que nosso espaco seja um espaco de Banach basta que seja um espaco nor-
mado e que seja um espacgo completo. Vamos as defini¢oes de espago normado e completo.

Definigao (Espaco de vetorial): Um espago vetorial normado é um espago vetorial S de
uma norma ||.|| : S — R, tal que Vz,y € S e Va € R:

(a) ||z|| > 0, com igualdade se e somente se x = y;
(b) [Jez|| = |al.[[z]]; e

(e) |lz+yll < |lz|] + |ly|| (desigualdade triangular).
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Definigao (Espago Completo): Um espago métrico (.5, p) é completo se toda sequéncia
de Cauchy em S converge para um elemento em S.

Em notacao matematica:

V. € S(fn é Cauchy = Jf(f € SAfn—f))

3f € S(Ve > 0(IN. € N(||fn — fl] <2)))

Obs: O que significa € que toda sequéncia convergente que estd dentro desse espago con-
verge para um elemento dentro desse espaco, como mosso espaco € S, ou seja o conjunto
de todas as funcoes continuas e limitadas com dominio em X C R"™, entao temos que toda
sequéncia de fungoes continuas em limitadas vai convergir para uma func¢ao continua e limi-
tada.

Estratégia de Prova:

(1) Provar que S com norma do sup, é espaco vetorial normado
(2) Provar que S ¢é completo

(3) (1) A (2) = S é espaco de Banach

Vamos a solugao, comegaremos com (1): Queremos provar que S com normal do sup é
um espaco vetorial e portanto:

1. Va € SVa € R(||x|| > 0)
2. Vz € S(Va > 0(||az|| = |af.[|z]]))
3. Vo € S(Vy € S(||z + yl| < =[] + |ly]]))

1. Tome x arbitrario, note que usando a defini¢ao de norma de Madureira (2013) temos
que VX € S(Vt € X(|z(t)| > 0)).

Dada essa defini¢ao temos portanto que |z(t)| se trata de um conjunto de valores positivos
e portanto o supremo da norma de igual forma terd um valor positivo.

sup |z(t)] = 0
tex

Caso tenhamos Vt € X (z(t) = 0)
sup [#(6)] = 0
tex



Portanto a primeira condicao é provada de forma simples.

2. Agora vamos ao segundo caso. Nesse caso temos que usar novamente as definicoes e
teoremas de Madureira (2013).

Aqui vamos tomar z arbitrario tal que x € S, vamos tomar agora « arbitrario tal que
a € RA a > 0, nos resta provar que:

||| = [l []«]]

Assim temos que usando a defini¢ao 2.2.5 itém (2) de norma do Madureira (2013):

sup |az(t)] = sup |al.[z(t)]
tex tex
sup |al.[z(t)] < sup [a]. sup [z(t)] = |a| sup [z(t)]
teX teX tex teX
Como sup |a] = |a/, ou seja, estamos calculando o supremo de uma constante e portanto

tex
o supremo de uma constante é a prépria constante, entao temos que a seguinte expressao

vale com igualdade e portanto:

sup |al.[z(t)] = sup |af. sup [z(t)] = |a| sup [z (t)]
teX teX tex tex

Portanto:

sup |azx(t)] = [ sup |z(1)|
tex tex

Vamos agora ao ultimo ponto que é demonstrar a validade da desigualdade triangular.
vamos voltar a expressao logica:
Primeiramente tomaremos x e y arbitrarios tais que x € Sey € S

sup [x() + y(1)

Pela defini¢cao s* é supremo de A se:

Ve e A(s* > x)
E dado S o conjunto de cotas superiores do conjunto z temos que

JveRVr € A(x <v) = s" <)

Dadas as defini¢goes podemos pegar como exemplo o Lema 2.1.6 de Madureira (2013)
temos que:

Vo e S(x(t) < sup [2(t)])



Vy € S(y(t) < sup ly(t)])

Podemos combinar as expressoes somando-as e ter que:
Va,y € S(x(t) +y(t) < sup |z(t)] + sup [y(t)])
tex teX

Como a expressao é valida para quaisquer x,y € S entao vale inclusive para sup |z(t) +
teX
y(t)|, portanto:

Va,y € S(sup |z(t) +y(t)| < sup |z(t)| + sup |y(t)])
teX teX teX

Portanto é valida a expressao da desigualdade triangular.

Provamos acima a validade de que temos um espago vetorial normado, resta agora provar
que nosso espago vetorial é completo, ou seja:

Vf, € S(fn é Cauchy = 3If(f€SAfn—f))

Essa prova ¢ ligeiramente mais complicada, vamos relembrar primeiros alguns elementos
aqui.

Definigao (Sequéncia de Cauchy): Uma sequéncia de Cauchy é:

Ve > 0(3K* € N(Vk > K*(Ym > K*(|xy — x| < €))))

Para todo ¢ arbitrdrio positivo existe um momento K* tal que para qualquer dois mo-
mentos k,m posteriores a K*, a norma da diferen¢a desses momentos |z — ,,| € menor
que €. Ou seja implica que uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia em que as distancias
entre os elementos estao diminuindo cada vez mais que se avanga na Sequéncia.

Vamos provar que o mesmo é completo em trés passos:

1. Primeiro vamos pegar uma sequéncia candidata f,

2. Vamos mostrar que f, converge pela norma do sup para f
3. Mostrar que f € S (Limitada e continua)

Primeiro passo:

Tome f,, uma sequéncia arbitraria tal que f,, € S, ou seja, temos que f,, é uma sequéncia
de funcoes tal que f,, é continua e limitada. Vamos também supor que nossa sequéncia f, é
de Cauchy, assim temos que:



e f, é continua
e f, élimitada

Vo € X (Ve > 0(3K* € N(Vk > K*(Vm > K*(|fr(x) — fu(2)| < 2)))))

Obs: Aqui nosso Goals temos que ficamos com Af(f € SN fn — f), ou seja temos que
provar que f é:

e Ve >0(30>0(Vye X(Jz—y| <d = |f(z) — f(y)] <¢e))) (Continua)
e dM € N(Vx € X(f(z) < M)) (Limitada)
e Ve > 0(3K* € N(Vk > K*(|f, — f| <¢))) (Limite de f,)

Segundo Passo:

Vamos usar instanciacao existencial, seja f uma fungao, nos resta mostrar que nossa
sequéncia f,, converge para f e que f € S, primeiro vamos focar aqui na convergéncia.

Obs: Temos que f, € sequéncia de Cauchy em R e temos que R € um espaco completo,
isso nos diz portanto que lim f,(x) = f(z) em R
n— o0

Tome x arbitrario tal que x € X, tomar € arbitrario tal que € > 0, e seja K* € N e tome
k,m > K*, assim temos que:

Obs: Como temos que usando o fato de que f,, — [ em R, podemos pegar m tal que

|[fm — [l <€/2
‘fk _fml <€

Anteriormente mostramos que para a norma do sup temos que a desigualdade triangular
¢ valida e portanto:

[fu(x) = f(2)] = [(fa(2) = fin(2)) = (f(2) = fn(2))] = [(fa(z) = fim(2)) + (fin(2) = f(2))]

Usando a desigualdade triangular chegamos que:

(@) = f(2)] < [fn(2) = fn (@) + [ () = f(2))]

(@) = f(2)] < [fulz) = fn(2)] + [fm(2) = f(2))] < sup [fa(t) = fin ()] + [ () = f(2)]



Sabemos que sup |f,(t) — fin(t)] < e, portanto:
tex

fa(@) = F@)] S &+ [funl@) = F@)] < 5 + | fua) = f(2)

Fal@) = F@)| S &+ |fnlo) = F(@)] € 5 + | fnlw) — f@)| S/2+2/2=¢

Portanto temos que f, — f e portanto mostramos que f, nossa sequéncia arbitraria
converge para f. Nos resta agora provar que f € S

Terceiro Passo:

Para provar que f € S temos que mostrar que é f é limitada e continua. Primeiro vamos
nos concentrar em mostrar que f é limitada, aqui queremos provar que:

dM € N(Vz € X(f(x) < M))

Temos que f,, é uma sequéncia de funcoes limitadas e portanto:

M, € N(Vz € X (fn(x) < M,))
Seja M,, € N tal que Vo € X (f,.(z) < M,):

Vo € X(fule) < My) = sup |fu(t)] < M,
teX

Assim temos:
|[f] = sup [f(£)| = sup [f(t) — fu(t) + fu(?)]
tex tex
Usando a desigualdade triangular:
[fI = sup [f()] = sup [f(t) = fu(t) + fu(t)] < sup [f(t) = fu(t)| + sup [fn(D)]
tex tex tex tex
Como Yz € X(f,(z) < M,) entao

|fl = sup f)] < sup 1f(t) = ful®)] + sup |fa(t)] < sup |f(t) = fu(t)] + M,

Como |f, — f| <e

|f| = sup [f(B)] < sup [f(t) = fu(t)] +sup |fu(t)] < sup [f(t) = fult)] + Mn < e+ M,
teX teX teX teX

Logo:



[fl =sup [f()] <&+ M,
tex
Portanto seja M = M,, + ¢ e para todo x € X teremos:

fle) <M, +e=M

Mostramos que f é limitado basta provar agora que f é fungao continua:

Ve >0 >0(Vy e X(lz -yl <0 = [f(z) = f(y)] < ¢)))

Assim:

e Tomamos € > 0

Instanciamos § > 0 tal que |z —y| < § = |fu(x) — fu(y)| <€

e tomamos y arbitrario

Supomos que |z —y| < §

Usar n > N. tal que |f, — f| < ¢/3 (Possivel pois f, — f

Vamos usar o fato de f,, — f e a desigualdade triangular para mostrar que:

[f(z) = fly)| <e
[f(@) = F) = |f (@) = falz) + ful2) + fuly) — faly) = ()]
< [f(2) = fal)] + [fulz) = ()] + [aly) = F(y)]

< sup |fu(t) = FOI+ fnl2) = faly)l +sup |fa(t) = (1)
Como usamos ¢ > 0 tal que | f,(x)— fn(y)| < €/3 n e selecionamos n tal que | f,— f|] < ¢e/3
entao
<e/3+¢/3+¢/3=¢

Portanto:

[f(z) = fly)| <e

Logo a funcao é continua. Por fim provamos que f,, converge para f e que além disse
f € S, ou seja é limitada e continua. Como (.S, p) era também espago vetorial, entao temos
um espaco vetorial completo



Problem 2

Considere a equacao funcional associada ao problema do planejador do modelo de crescimento
neoclassico

v(k) = Ogg,lg?(k){U(f(k) — k') + Bou(k)}

em que § € (0,1), U e f sao fungbes continuas, estritamente crescentes e limitadas.
Mostre que o operador T': C(X) — C(X) dado por

(Tv)(k) = max {U(f(k) — k') + Bu(k)}

0<k'<f(k

é uma [ contracao.

Solution

A estratégia de prova desse exercicio basicamente envolve invocar o Teorema de Blackwell
de condigoes suficientes para uma beta contragao, ou seja, usando a defini¢ao:

Definigao (Blackwell): Seja X C R' e seja B(X) o espaco de funcdes continuas e
limitadas em X, f : X — R, com a norma do sup ||f| = sup |f(x)|. O operador T :

zeX
B(X) — B(X) é uma contragao de médulo f3 se satisfaz:

(a) Monotonicidade: para quaisquer f,g € B(X) entao:

Ve e X(f(x) 2 g(x) = (Tf)(x) = (Tg)(x))

(b) Desconto:

Vf e B(X)(Ve € X(Ya > O([T(f + a)](z) < (Tf)(x) + Ba)))
Portanto a estratégia de prova consiste em:
(a) Demonstrar a propriedade de Monotonicidade
(b) Demonstrar a propriedade de Desconto

(c) Invocar o teorema das condigoes suficientes de Blackwell provar por fim que se trata
de uma beta contracao

Vamos aqui para a solucao:

Para a propriedade de Monotonicidade queremos que provar que:



Vf,g € B(X)(Vz € X(f(x) > g(z) = (Tf)(x) > (T'g)(x)))
Tome fungoes f e g arbitrarias tal que Vo € X (f(x) > g(z)), tome x arbitrario tal que
x € X. Como f(x) > g(z) entdo

(T'f)(x) = max {U()+Bf( N} = max {U(c)+ Bg(K)} = (Tg)(x)

0<k'<f(k 0<k' < f(k)

Obs: Aqui os argumentos U(c) das fungoes sao iguais dentro do maximando, agora os
sequndos termos Bf(k') e Bg(k') serao diferentes, como temos que Vxr € X(f(x) > g(x))
entdo o mazximando em relagao a f(x) € maior que o mazimando em relagao a g(x).

Portanto

(T'f)(x) = (Tg)(x)

Portanto temos que a condigao de monotonicidade é atendida.

Agora vamos a condi¢ao de desconto: Primeiro vamos ao operador

(To)(k) = max {U(f(k) = k) + fo(k')}

0<k' < f(k

O que acontece com o operador T quando somamos uma constante a na funcao?

[T(v+a)(k) = max {U(f(k) = K)+ Blo(K) +al}

0<k/<f(k)

- osril'?}(k){U(f(k) K)ok + fa}

= max {U( (k) — K') + Bu(k")} + Ba

0<k'<f(k

= (Tv)(z) + Pa

Portanto:

[T'(v+a)l(x) = (Tf)(x) + fa

Como temos atendidas as condigoes de monotonicidade e de desconto, pelo teorema das
condigoes suficientes de Blackwell, temos que o operador T é uma beta contracao



Problem 3

Seja Cla, b] o espago das fungoes reais continuas definidas em [a, b], com a norma do maximo:

V(u € Cla, b)) ([[ul] = max [u(t)])

tela,b]

Seja o operador T : Cla, b] — C|a,b] tal que YuC|a,b],

T(u)(t) = / u(s)ds Vt € [a, b]

Mostre que, se b—a < 1, T' tem exatamente um tnico ponto fixo em (C|a, b], ||.||). Dica:
Mostre que T : Cla,b] — Cla,b]. Vocé pode fazer isso tomando uma sequéncia t" — ¢
e mostrar que T'(u)(t") — T'(u)(t). Depois basta mostrar que 1" satisfaz as condigoes de
Blackwell para uma contragao.

Solution

A dica ja nos diz quase tudo que devemos saber do problema, a tnica diferenca é que estamos
em um ambiente continuo, e portanto nao é de grande diferenca.

Vamos primeiro mostrar a questao da convergéncia. Aqui queremos analisar se quando
t™ — t temos que nosso operador T' também converge de modo que T'(u)(t") — T(u)(t),
como t € [a,b], teremos que pegar um ¢ arbitrario, e a partir de nossa sequéncia teremos
duas opgoes, a primeira é que nossa sequéncia t" > t e em outra possibilidade t" < t. Vamos
analisar ambos os casos:

Caso 1: t" >t

Podemos representar nosso operador nesse caso como:

T(u) () = / " (s)ds = / u(s)ds /t " (s)ds

Assim a medida que t" — t temos que o segundo termo

tn
/ u(s)ds — 0
¢

Portanto:

T (u)(t") :/ u(s)ds —>/ u(s)ds = T (u)(t)

Caso 2: t" < t
Podemos representar nosso operador nesse caso como:
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T(u)(t") = /at" u(s)ds = /:u(s)ds + /tt” u(s)ds

Assim a medida que t" — ¢ temos que o segundo termo

tTl/
/ u(s)ds — 0
t

Portanto:
tm t
T(u)(t") = / u(s)ds — / u(s)ds = T (u)(t)
a a
Dessa forma temos que conforme a sequéncia t"™ — ¢ nosso operador T'u também converge.

Vamos agora demonstrar que nosso operador atende as condic¢oes do teorema de Blackwell
e portanto é uma beta contracao:

(a)

Primeiro vamos a caracteristica de monotonicidade, ou seja queremos provar que:

Vf,9 € BX)(Ve € X(f(x) =2 g(z) = T(f)(z) = T(g)(x)))

Tome fungoes f e g arbitrarias tal que Vo € X, tome x arbitrario tal que x € X. Como
f(z) > g(x) entao

T(f)(@) = / " f(s)ds > / " g(s)ds = T(g)(x)

Aqui é simples, temos que a integral definida sobre o intervalo [a,b] é uma fungao mo-
notonica, e portanto teremos que:

T(f)(x) = T(g)(x)

Portanto temos que atende a condi¢ao de monotonicidade.

(b)

Agora a segunda propriedade do desconto que implica simplesmente em:
[T (u+0)](z) = / (u+c)(s)ds = / (u(s) + c)ds = / u(s)ds + (x —a)c
< / u(s)ds + (b—a)e=[T(u+c)](z) + (b—a)c
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Portanto temos que atende a condicao de desconto.
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Problem 4

Considere o seguinte problema sequencial:

v*(k) = max Z Bru(cy)

et ket1,k1,e,k2,t
Sujeito a:

0< e < fl(kl,t) vVt = O, ]_,
0 S kt+1 S f2(k2,t) Vt = 07 1a
kLt + kg,t S kt Vt - O, 1,

ko >0

onde f1 e fo sdo fungdes continuas, estritamente crescentes e tais que f1(0) = f2(0) =0
e u() e continua e limitada em R, .

(a) Monte a equagao de Bellman associada a este problema.

(b) Mostre que o operador de Bellman associado a este problema possui um tnico ponto
fixo. Voceé pode assumir que a correspondéncia

(k) = {(c,k) € RT;0 < ¢ < fi(k1),0 < k < folka), k1 + ko < k}
satisfaz as condig¢oes do teorema do maximo.
(c) Argumente que se v e ponto fixo do operador de Bellman no espaco das fungoes

continuas e limitadas, entao v = v*.

Solution

(a)
Montar a equacao de Bellman desse problema nao é necessariamente dificil, a diferenca que

temos aqui sao dois tipos de capital e duas produgoes diferentes, em resumo, k; é o capital
destinado a producgao de bens de consumo e k5 destinado aos bens de capital.

v(k;) =  max {Z ﬁtu(ct)} =  max  {u(c) + Bulcr) + fu(ca) + ...}

ct,kt 1,k 2,k 41 ct ke 1,k 2,kt+1
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ctke,1,ke,2,kt 11

=, pmax {u(co) + Z ﬁtu(ct)} =  max {u(co) + 8 Z Btu(ctﬂ)}
ke 1,k 2,k 41 —1 =0

o
= max u(cp) +  max Z tulc
co,ko,1,k0,2,k1 { ( 0) ct ke, 1,ke,2,ke41 {5 por B ( t+1)}}
[e.e]
co,k0,1,k0,2,k1 { ( 0) 6Ct7kt,17kt,27k‘t+1 {t:o b ( t+1)}}

Dado que temos que v(k;) = >~ B'u(c;) de forma semelhante se pegarmos o subscrito
t e adicionarmos um periodo teremos v(kii1) = Yoo S'u(cis1) logo substituindo teremos:

v(ko) = max  {u(c) + Bv(k1)}

co,k0,1,k0,2,k1

Tirando os indexadores temporais temos:

v(k) = max {u(c)+ Bu(k')}

C7kl 7k2 7k/
Sujeito a:

c < fi(kr)
K < fa(ks)
ki + ko <k

) k17k27k, Z 0

(b)
Como estamos tratando de um problema que

Para isso vamos usar o teorema das condigoes suficientes de Blackwell, para isso nosso
problema deve atender duas condigoes:

e Monotonicidade

e Desconto
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Primeiro vamos a Monotonicidade:

FR) = max {u(e) + 57 ()} < max{u(e) + BF(K)} = g(k)

c,ky,ko k' c,k1,k
Vamos agora ao Desconto, aqui basta pegar nosso operador sobre a funcao valor (7) (k)
e adicionar uma constante a:

T(v+a)(k) = max {u(c)+ B(v+a)(k)}

C7k17k27k/

= max {u(c)+ pv(k') + Ba}

c,k1,ka,k’

Como fa é uma constante entao:

= max {u(c)+ fv(k)} + Ba =v(k) + Ba

c,k1,ka,k’

Logo:

T(v +a)(k) = (k) + Ba

(c)

Para isso temos que relembrar alguns conceito de Stockey et al. (1989), para 14 temos o
Teorema 4.2 que nos diz que se X, I, F, 8 satisfazem:

e Vz € X(I'(x)) é nao vazio

o Vzy € X etodo Z € II(zy) existe o limite:

oo
}}LHOO ; 5tF(37t7 $t+1)
Entao v = v*.

Queremos mostrar que se v é solugao pro problema recursivo entao v* é solucao do pla-
nejador central.

Para satisfazer as condigoes que temos devemos ter que:
e [ ¢ limitado

e 5€(0,1)
O primeiro ponto é simples porque u nossa funcao utilidade é limitada.
Condicao de transversalidade:

Vag € X |V(zo, 21, ..., xy) € T(x) [ im S"v(z,) = OH

n—00
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