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Cronograma

o Revisao Equagoes Diferenciais

e Calculo de Variagoes
» Otimizacao dinamica do Monopolista
» Trade-off de Inflacdo e Desemprego

o Controle Otimo

» Trade-off Energia e Poluicao
» Modelo de Ramsey
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Introducao

e Na primeira parte nosso foco foi estudar métodos para resolver
modelos microeconoémicos em tempo discreto, vimos:

\4

Modelo de trocas

Modelo de crescimento neoclassico

Modelo de arvores de lucas

Programacao Dinadmica e algoritmos para resolver esses problemas

v vyy
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Introducao

@ Nessa segunda parte iremos continuar com esse objetivo de revisar
métodos, porém nosso tempo serd o tempo continuo:

» Calculo de Variacoes
» Controle 6timo
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Introducao

Iniciaremos nossa revisao de Equacoes Diferenciais:

e Equacoes Diferenciais Ordinéarias de segunda ordem com
coeficientes contantes
» Solugao homogénea
» Solugao particular

e Equagoes Diferenciais Ordindrias de segunda ordem (com
coeficientes constantes)

» Casos da solugao homogénea

e Método do Fator Integrante (Generalizacao de solucdo para uma
E.D.O de primeira ordem com coeficientes nao constantes)
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Equagao Diferencial Ordinaria:

y+y=0
Dividindo ambos os lados por y

Z =1
Yy
Integrando
y/
/dt:/dt = In (y)+C1 =—t+4+C}4
Y
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Aplicando o exponencial:

G eft+C’3

ye
Isolando y:
y = e tHCs=C1
Supondo C' = &3~
y=Ce !
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Outra forma de resolver mais direta:

Supondo/chutando a equacao caracteristica y = Ce™ entao:

rCe™ 4+ Ce™ =0

Ce'(r+1)=0 = r=—1

Logo:

y(t) = Ce™*
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Y +y=2

Para resolver a parte homogenia 3’ + y o procedimento é o mesmo de
chutar a funcao caracteristica:

ye(t) = Ce™™
Para resolver a solugdo particular supomos que y,(t) = B, portanto:

y'(t) =B

/

YH) =0 = y,(t) = B=2

y(t) = Ce ™ 42
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Y +y=2t+1
Da mesma forma nossa solu¢cao homogenea é a mesma, agora a
particular provavelmente segue: y,(t) = At + B

Yp(t) = At+ B = y,(t) = A

At +(A+B)=2t+1

A=2;B=-1

y(t) =Ce "™ +2t — 1
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Rewisao Equacoes Diferenciais

3y'—y:3t2+2t

Resolvendo a parte homogénea da forma direta

3rCe™ —Ce =0 = Ce"'(3r—1)=0 = r=1/3

ye(t) = Ce%t

Para a solugdo particular vamos ”Chutar” que y,(t) = At*> + Bt + C

y,(t) = 2At + B
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Rewisao Equacoes Diferenciais
24t* + 2(A + B)t + (2C + B) = 3t* + 2t
2A=3 = A=3)2
2A+2B=2 = B=-1/2

20+B=0 = C=1/4

1 3 1 1

t) =Ces' 4 “t2 — —t 4 -

y(t) = Ces’ + 5" — St + 7
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Rewisao Equacoes Diferenciais

y/72y:€3t

Resolvendo a parte homogénea:

rCe™ —2Ce™" =0 = Ce"'(r—2)=0 = r=2

ye(t) = Ce?t

Resolvendo a solugdo particular aqui nosso chute seria y,(t) = AeP*:

ABeP! —2BeP! = B(A - 2)eP" = ™
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Rewisao Equacoes Diferenciais

BA-2)=1 — A:g

Portanto a solucao geral é:
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Rewisao Equacoes Diferenciais

e E ordem mais altas?

@ O processo para achar a solucao caracteristica é o mesmo, porém
com detalhes maiores!

e Para achar as solucoes particulares, nada muda.
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Rewisao Equacoes Diferenciais
Ao resolver uma equacao de segundo grau temos trés possibilidades:
ar’ +br+c=0
A =% — dac

A >0 = Duas solugoes

b+ VA
2a

—b
A =0 = Uma solugdo —
2a

—b+ Ai
A <0 = Duas solugoes i
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Exemplo:

y//_2y/ :0

Vamos a solugdo homogénea encontrando a equagao caracteristica:

y(t) = Ce™ = o/ (t) =rCe"™ = r’Ce"™

r2Ce™ —2rCe™ =0 = Ce"(r* —2r) = r=2our=0

Aqui temos duas soluctes vidveis.
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Como aqui temos duas soluc¢oes entdo nossa solucao para esse problema
serao todas as combinacoes lineares possiveis de ambas as solugoes,
representadas por:

Ci+ 0262t

Defini¢cao

Dada uma E.D.O de segundo grau no formato:

ay’" +by +cy=0

Se ao construir a equacao caracteristica contemplar duas solugoes entao
sua solucao geral sera no formato:

Cleﬁt + 0267“275
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Rewisao Equacoes Diferenciais
Outro exemplo:
y'+2y +y=0
y(t) = Ce™ ; o/ (t) = rCe™ ; o/ (t) = r?Ce"™

Ce''(r*+2r+1)=0

Por Bhaskara teremos:

A=4-4=0
240
r= =—1
2
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Nesse caso temos apenas uma solucao mesmo com EDO de segundo
grau, assim nossa solugao para essa EDO sera:

y(t) = Cre™ " + Cyte™

Definicao

Dada uma E.D.O de segundo grau no formato

ay’ +by +cy=d

Caso no procedimento de encontrar sua equagao caracteristica
encontremos apenas uma solugao (A = 0), sua solugdo complementar
serd no formato:

y(t) = Cre™ + Cote™
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Rewisao Equacoes Diferenciais
Suponhamos agora a seguinte EDO:

y'+y +y=0

Resolvendo da forma usual teremos:
y = Cert : y/ _ TCert : y// — T2Cert
Ce"'(r?+r+1)=0
Resolvendo por Bhaskara:

A=1-4=-3

—1++v-3 -1 ;. —1—3¢
- vV . + 32 o 3t
2 2 2
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Dado que temos duas solucgoes no plano complexo nossa solugao
caracteristica /geral para esse problema serd:

e~3t (Clcos (;t) + C’ﬁin(%t))
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Rewisao Equacoes Diferenciais

Definicao

Dada uma E.D.O no formato

ay’' +by +cy=d

Caso no procedimento de encontrar sua equagao caracteristica
encontremos A < 0, sua solugao caracteristica serd no formato:

y(t) = e (Clcos(ﬁt) + C’gsin(ﬁt)>

Aonde r é a solucao da equagao caracteristica:

r=a+ i
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M¢étodo do Fator Integrante

e Para EDOs mais complicadas como por exemplo:

y — 2ty =0

@ Pode ser um pouco complicada resolve-las, entao adotamos uma
formula ”fechada” como alternativa, o chamado método do fator
integrante.

e Aqui temos o um parametro variante no tempo que multiplica
nossa fungao y(t)
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M¢étodo do Fator Integrante

Definicao

Dada uma E.D.O de primeiro grau no formato:

y() +p®)y(t) = q(t)
A solucao fechada para y(t) é:
1
1) = ([ naeya+ )
Com:

u(t) = e/ PO
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M¢étodo do Fator Integrante

Pegando exemplo mostrado acima:
p(t) =2t;q(t)=0

pu(t) = eJp)dt _ [2tdt _ t?
Como ¢(t) = 0 entao temos:

1
p(t)
Vamos resolver outros problemas:

y(t) C=Ce "
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Meétodo do Fator Integrante

y +ely =2t

Primeiro vamos decompor nossa E.D.O no formato y' + p(t)y = q(t)
p(t)=¢'
q(t) =2t

t

pu(t) = 6fetdt — €

Yuri Passuelo Momnitoria Macro I - Parte 2 10 de Margo de 2025 27 /28



Meétodo do Fator Integrante

Portanto nossa solucao pelo método do fator integrante sera:

y(t) = eet</2teetdt + C’)
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